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Resumen
Se obtiene una solucio´n general exacta de las ecuaciones de Einstein
en el vac´ıo para la me´trica esta´tica axialmente sime´trica, en te´rminos
del sistema de coordenadas esferoidales generalizadas, el cual contiene
como casos particulares los sistemas de coordenadas esferoidales prolatas,
esferoidales oblatas y esfe´ricas. La solucio´n obtenida es una generalizacio´n
de las soluciones correspondientes a cada uno de estos tres casos.
1. Introduccio´n
En toda teor´ıa f´ısica hay dos elementos fundamentales que la constituyen: en
primer lugar, tenemos un conjunto de ecuaciones diferenciales cuya solucio´n
genera un grupo de resultados matema´ticos; por otra parte, tenemos un con-
junto de reglas que establecen la conexio´n entre los resultados matema´ticos
obtenidos y los feno´menos del mundo f´ısico. Ambas partes son fundamenta-
les e igualmente importantes en lo que respecta al desarrollo de una teor´ıa
f´ısica. As´ı, el problema netamente matema´tico de analizar, tanto como sea
posible, el conjunto de ecuaciones diferenciales que la componen, resulta tan
trascendente como el concerniente a la interpretacio´n f´ısica de las soluciones
obtenidas. El tema de las soluciones exactas se encuentra enmarcado preci-
samente en la primera etapa, y esta´ encaminado al estudio exhaustivo de las
ecuaciones diferenciales que rigen al campo gravitacional en la teor´ıa general
de la relatividad.
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Una solucio´n exacta de las ecuaciones de Einstein es, sencillamente, una me´tri-
ca cuyas componentes esta´n dadas en te´rminos de funciones anal´ıticas bien co-
nocidas. Su importancia en f´ısica teo´rica es ma´s que reconocida, siendo varias
las razones por las cuales dicho elemento es tomado en cuenta en numerosos
problemas. Este trabajo esta´ enmarcado dentro del tema de las soluciones exac-
tas de las ecuaciones de Einstein. Trataremos espec´ıficamente con una de ellas:
la solucio´n de Weyl. Es la solucio´n exacta que se obtiene de las ecuaciones de
Einstein cuando en ellas se introducen la simetr´ıa temporal y la simetr´ıa axial.
Es por eso que recibe el nombre de “me´trica esta´tica axialmente sime´trica”.
La introduccio´n de diversos sistemas de coordenadas esta´ dada por la natu-
raleza geome´trica que puedan tener los objetos que originan el campo gravi-
tacional. As´ı, encontramos trabajos en donde las soluciones esta´n expresadas,
por ejemplo, en te´rminos de coordenadas esferoidales prolatas o en te´rminos
de coordenadas esferoidales oblatas, dependiendo de si la fuente tenga forma
elipsoidal o tenga forma de disco. Si la fuente es esfe´rica o puntual, el proble-
ma, naturalmente, presentara´ simetr´ıa esfe´rica, la cual es un caso especial de
la simetr´ıa axial, y sus soluciones debera´n expresarse en coordenadas esfe´ricas.
Aunque los tres anteriores casos (al ser sime´tricos axial y temporalmente) re-
presentan soluciones de Weyl, constituyen problemas distintos, en donde existe
una solucio´n exacta diferente para cada sistema de coordenadas. El objetivo
central de este trabajo es mostrar de que´ manera podemos reunir estos tres
problemas en uno so´lo. Es decir, definiendo un sistema de coordenadas gene-
ralizado, del cual las coordenadas esferoidales prolatas, esferoidales oblatas y
esfe´ricas son casos particulares, hallamos una sola solucio´n exacta que reu´na
las tres anteriores. De esta forma podemos sintetizar una cantidad de resulta-
dos dispersos en un so´lo concepto general.
2. Espacio-tiempo esta´tico con simetr´ıa axial
Consideremos el problema correspondiente a un campo gravitacional esta´tico
axialmente sime´trico, el cual define una geometr´ıa espacio-temporal caracteri-
zada por el elemento de l´ınea de Weyl [1, 2]:
ds2 = −e2ψdt2 + e−2ψ[ ρ2dϕ2 + e2γ(dρ2 + dz2) ], (2.1)
donde xa = (t, ϕ, ρ, z) son coordenadas cuasi-cil´ındricas y las funciones ψ y γ
dependen so´lo de las coordenadas ρ y z. La naturaleza cuasi-cil´ındrica [3] de las
coordenadas significa que ρ = 0 sobre el eje de simetr´ıa y, para z fijo, ρ crece
mono´tonamente al infinito, mientras que z, para ρ fijo, crece mono´tonamente
en el intervalo (−∞,∞). La coordenada ϕ var´ıa en el intervalo usual [0, 2pi).
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Las ecuaciones de Einstein en el vac´ıo, Rab = 0, para el campo gravitacional es-
ta´tico axialmente sime´trico, en coordenadas cuasi-cil´ındricas, son equivalentes
al sistema de ecuaciones diferenciales parciales [1, 4]
ψ,ρρ +
1
ρ
ψ,ρ + ψ,zz = 0, (2.2)
γ,ρ = ρ(ψ2,ρ − ψ2,z), (2.3)
γ,z = 2ρψ,ρψ,z, (2.4)
donde los sub´ındices denotan derivacio´n parcial. La primera de estas tres ecua-
ciones es la conocida ecuacio´n de Laplace tridimensional axialmente sime´trica,
en coordenadas cil´ındricas, para la funcio´n ψ, cuya solucio´n general es amplia-
mente conocida [5, 6]
Las otras dos ecuaciones diferenciales son no lineales y dependen de ψ, la
cual ya esta´ determinada. En primera instancia dir´ıamos que, dado que ψ ya
esta´ determinada, tambie´n lo estara´ la funcio´n γ. Sin embargo, es necesario
verificar primero si el sistema sobredeterminado de ecuaciones (2.3)-(2.4) tiene
solucio´n anal´ıtica, es decir, si existe γ como solucio´n exacta. La condicio´n de
analiticidad para este caso esta´ dada por
γ,ρz = γ,zρ, (2.5)
la cual se satisface como consecuencia directa de la ecuacio´n de Laplace (2.2),
como se puede verificar fa´cilmente; as´ı entonces, el sistema de ecuaciones di-
ferenciales es integrable.
3. Coordenadas esferoidales generalizadas
Vamos ahora a introducir el sistema de coordenadas esferoidales generalizadas
(CEG) (ξ, η, ϕ) a trave´s de las siguientes relaciones:
ξ =
a
2
[(1 + k)coshα+ (1− k)senhα], (3.1)
η = cos θ, (3.2)
donde a es una constante real no negativa y k so´lo puede tomar los valores
1 o´ −1. Si introducimos σ = √ka, es fa´cil ver que σ = 1, σ = −1 y σ = 0
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definen, a trave´s de (3.1), los sistemas de coordenadas esferoidales prolatas,
esferoidales oblatas y esfe´ricas [4]. Las variables θ y ϕ son las mismas coorde-
nadas angulares del sistema de coordenadas esfe´ricas: 0 ≤ θ < pi , 0 ≤ ϕ < 2pi.
Por otra parte, cada valor de α define un elipsoide coordenado centrado en el
origen, con focos en a y −a.
Las coordenadas cuasi-cil´ındricas de Weyl y las CEG se relacionan de la si-
guiente manera:
ρ2 = (ξ2 − σ2)(1− η2), (3.3)
z = ξη. (3.4)
Si introducimos esta transformacio´n de coordenadas en (2.1), obtenemos la
expresio´n para la me´trica esta´tica axialmente sime´trica en CEG [4]:
ds2 = − e2ψdt2 + e−2ψ(ξ2 − σ2)(1− η2)dϕ2
(3.5)
+ e2(γ−ψ)(ξ2 − σ2η2)
[
dξ2
ξ2 − σ2 +
dη2
1− η2
]
,
donde las funciones ψ y γ so´lo dependen de las coordenadas ξ y η.
Las ecuaciones de Einstein en el vac´ıo para la me´trica (3.5) tienen la siguiente
forma [4]:
[(ξ2 − σ2)ψ,ξ],ξ + [(1− η2)ψ,η],η = 0 , (3.6)
γ,ξ =
1− η2
ξ2 − σ2η2
[
ξ(ξ2 − σ2)ψ2,ξ
(3.7)
− ξ(1− η2)ψ2,η − 2η(ξ2 − σ2)ψ,ξψ,η
]
,
γ,η =
ξ2 − σ2
ξ2 − σ2η2
[
η(ξ2 − σ2)ψ2,ξ
(3.8)
− η(1− η2)ψ2,η + 2ξ(1− η2)ψ,ξψ,η
]
.
La expresio´n (3.6) es simplemente la ecuacio´n de Laplace tridimensional en
CEG, para la funcio´n ψ, independiente de ϕ. Las expresiones (3.7) y (3.8)
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constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales sobredeterminado, para γ,
cuya condicio´n de integrabilidad, tal como en el caso de las coordenadas cuasi-
cil´ındricas, esta´ garantizada como consecuencia directa de la ecuacio´n de La-
place (3.6).
4. Solucio´n general en CEG
La solucio´n general, de intere´s f´ısico, para la ecuacio´n de Laplace (3.6), ob-
tenida mediante el me´todo de separacio´n de variables, puede escribirse como
[4]:
ψ(ε, η) =
∞∑
n=0
dn
σn+1
Qn(ε)Pn(η) , (4.1)
donde ε = ξ/σ y los Pn y Qn son los polinomios de Legendre y las funciones
asociadas de Legendre de segunda clase, respectivamente. Las dn son constan-
tes arbitrarias y determinan las soluciones particulares de (3.6).
Introduciendo (4.1) en el sistema de ecuaciones (3.7)-(3.8), obtenemos la si-
guiente solucio´n general [4]:
γ(ε, η) =
∞∑
n,m=0
dndm
σn+m+2
Γmn, (4.2)
donde
Γmn =
1
2
ln
[
ε2 − 1
ε2 − η2
]
+ (κn + κm − 2κnκm) ln
[
ε+ η
ε− 1
]
+ (ε2 − 1)[ε(An,mQ′nQm +Am,nQ′mQn)− Cn,mQnQm]
(4.3)
+ (ε2 − 1)[(1− κn)Sm + κnSm+1 − κnQ
′
m
m+ 1
{Pm − (−1)m}]
+ (ε2 − 1)2[QmBm,n −Q′mAm,n +
1
n+ 1
Am,nQ′mQ′n],
con
κn =

1 si n es par,
0 si n es impar.
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Los An,m, Cn,m, Sm, Bm,n y Am,n son combinaciones de los polinomios de
Legendre, sus funciones asociadas de segunda clase y sus primeras derivadas,
y esta´n dados por
An,m =
(n−1)/2∑
k=0
µ(n,m−2k−1)∑
l=0
(2m− 4k − 1)K(m− 2k − 1, n, l)
2(m+ n)− 4(k + l)− 1
(4.4)
×[Pm+n−2(k+l) − Pm+n−2(k+l+1)],
Bn,m =
(m−1)/2∑
j=0
(n−1)/2∑
k=0
µ(m−2j−1,n−2j−1)∑
l=0
(2m− 4j − 1)(2n− 4k − 1)
2(m+ n)− 4(j + k + l)− 3
×[K(m− 2j − 1, n− 2k − 1, l)] (4.5)
×[Pm+n−2(j+k+l)−1 − Pm+n−2(j+k+l)−3],
Cn,m = −(n+ 1)Am,n +Bn+1,m, (4.6)
donde
K(m,n, k) =
2m+ 2n− 4k + 1
2m+ 2n− 2k + 1
am−kakan−k
am+n−k
, (4.7)
con
ak =
(2k − 1)!!
k!
. (4.8)
Igualmente,
Am,n =
∫ η
−1
PmSn+1dη
=
(n−1)/2∑
k=0
[
1
n− 2k + 1 +
1
n− 2k
]
(4.9)
× Am,n−2kQ′n−2k,
Bm,n =
∫ η
−1
P ′mSndη
=
(n−2)/2∑
k=0
[
1
n− 2k +
1
n− 2k − 1
]
(4.10)
× Bm,n−2k−1Q′n−2k−1,
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Sn =
∫ η
−1
Sndη
=
(n−2)/2∑
k=0
[
1
n− 2k +
1
n− 2k − 1
]
(4.11)
× [Pn−2k−1 + (−1)n+1]Q′n−2k−1.
Los detalles de los ca´lculos correspondientes pueden encontrarse en la referen-
cia [4] (ver tambie´n [10]).
5. Conclusiones
Las coordenadas esferoidales prolatas, esferoidales oblatas y esfe´ricas, y sus
respectivas soluciones generales del vac´ıo para el espacio-tiempo esta´tico axial-
mente sime´trico, pueden interpretarse como casos particulares de una gene-
ralizacio´n establecida mediante la introduccio´n del sistema de coordenadas
esferoidales generalizadas.
La solucio´n definida por (4.1) y (4.2) representa algo as´ı como una “genera-
lizacio´n de soluciones generales” y constituye, por lo tanto, un compendio de
diversos resultados obtenidos en el a´rea de investigacio´n relacionada con la
bu´squeda de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein (ver referencias
[7 - 11]).
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